Studio di funzione

Obiettivo

Studiare le caratteristiche di una funzione fino a disegnarne nel modo più accurato possibile il grafico 

Metodo

Non è possibile definire nei minimi dettagli lo studio di una funzione; a seconda del tipo di funzione possono avere maggior peso alcune caratteristiche di una funzione rispetto ad altre. P.es. un polinomio non ha asintoti e non è necessario cercarli, mentre un'iperbole con asintoto orizzontale non può avere massimi e minimi. 

In linea di massima si può seguire la seguente trafila per lo studio della generica funzione y = f(x). 

· Insieme di definizione è l'insieme nel quale la funzione è definita; per solito l'insieme dei numeri reali esclusi alcuni valori "illeciti"; p.es. i valori che annullano il denominatore di una frazione, o i valori negativi in un radicale. 

· Riconoscimento di eventuali simmetrie. 

· Individuazione del periodo (per le funzioni periodiche). 

· Ricerca di eventuali asintoti 

· Asintoti verticali.

· Asintoti orizzontali o obliqui.

· Ricerca degli zeri della funzione, ovvero soluzione dell'equazione f(x) = 0. 

· Studio del segno della funzione, ovvero soluzione della disequazione f(x) > 0. 

· Ricerca dei punti di massimo e minimo. 

· Ricerca dei flessi. 

Punti stazionari

Ricerca max e min I metodo, II metodo - Punti di flesso 

	Regola di Fermat 

	Un punto P(x0, y0) di una funzione f(x) è stazionario se e solo se f '(x0) = 0. 


Un punto di una funzione si dice stazionario quando una variazione infinitesima della x non provoca alcuna variazione della y; in simboli: 

      f(x + dx) = f(x)

Dal punto di vista geometrico un punto stazionario è semplicemente un punto a tangente orizzontale, intuitivamente un punto nel quale la funzione non è nè crescente nè decrescente. 

Per i punti stazionari vale la regola di Fermat riportata nel riquadro a lato. 

Questa regola sta alla base dei metodi classici per la ricerca dei massimi e dei minimi di una funzione; infatti fatto salvo il caso di punti angolosi, un punto di massimo o minimo locale di una funzione è sempre un punto stazionario, mentre non è sempre vero il viceversa. 

La ricerca dei massimi e minimi si può allora dividere in tre fasi: 

1. Calcolare la derivata f '(x).

2. Risolvere l'equazione f '(x) = 0.

3. Discutere le soluzioni di questa equazione per decidere se si tratta di massimo, minimo o flesso a tangente orizzontale.

Per far questo esistono due metodi classici: 

· I metodo per la ricerca di massimi e minimi: distingue massimi, minimi e flessi risolvendo la disequazioni         f '(x) > 0. 

· II metodo per la ricerca di massimi e minimi: distingue massimi, minimi e flessi discutendo il segno della derivata seconda f "(x) ed eventualmente delle derivate successive. 

N.B. I punti di massimo e minimo sono ovviamente da intendere come punti di massimo e minimo locale (o relativo). Può benissimo capitare che un punto di massimo locale abbia ordinata (y) inferiore a quella di altri punti lontani della funzione o addirittura che un punto di massimo locale abbia ordinata inferiore a quella di un minimo locale. Vedi per esempio lo studio di una iperbole con massimo e minimo. 

I metodo per la ricerca dei massimi e minimi

Il metodo si basa sul fatto che nei punti stazionari (massimi, minimi, flessi a tangente orizzontale) la tangente è orizzontale, e quindi la derivata deve essere nulla. 

Si tratta quindi, prima di tutto, di calcolare la derivata f '(x) e porre f '(x) = 0. 

A differenza del II metodo il I metodo non richiede il calcolo delle derivate successive, ma solo la soluzione della disequazione f '(x) > 0 dopo aver risolto la corrispondente equazione f'(x) = 0. 

Le soluzioni della disequazione ci dicono che la funzione è crescente laddove la derivata è positiva, e decrescente là dove la derivata è negativa. Osservando lo schema si può facilmente decidere se si tratta di un punto di massimo o di minimo 

a. se la derivata è crescente prima e decrescente dopo il punto si ha un massimo. 

b. se la derivata è decrescente prima e crescente dopo il punto si ha un minimo. 

c. se la derivata è decrescente prima e dopo il punto si ha un flesso (decrescente). 
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se la derivata è crescente prima e dopo il punto si ha un flesso (crescente). 

Il II metodo si basa sul fatto che nei punti stazionari (massimi, minimi, flessi a tangente orizzontale) la tangente è orizzontale, e quindi la derivata deve essere nulla. 

Si tratta quindi, prima di tutto, di calcolare la derivata f '(x) e porre f'(x) = 0. 

Si risolve l'equazione f '(x) = 0 : le sue soluzioni x0, x1, x2 ... sono le ascisse dei punti di possibile massimo o minimo. 

Ognuno di questi punti può essere un massimo, un minimo o un flesso a tangente orizzontale; per decidere quale sia il caso, si studiano le derivate successive, prima di tutte la derivata seconda, che ha il significato geometrico di concavità. 

Si calcola quindi la derivata seconda y" che è comunque una funzione della x; si sostituisce la x con il valore del sospetto massimo o minimo e si controlla il segno. 

A questo punto sono possibili tre casi 

1. la derivata seconda è positiva, la concavità è verso l'alto e abbiamo un minimo.

2. la derivata seconda è negativa, la concavità è verso il basso e abbiamo un massimo.

3. la derivata seconda è nulla (caso dubbio) in questo caso non si può concludere nulla, ma occorre calcolare le derivate successive secondo il seguente schema

a. se la prima derivata che non si annulla è di ordine dispari, c'è un flesso a tangente orizzontale (crescente o decrescente secondo che la derivata è positiva o negativa).

b. se la prima derivata che non si annulla è di ordine pari, c'è un massimo o un minimo; il segno di questa derivata ha lo stesso significato della derivata seconda se è positivo si ha un minimo; se è negativo si ha un massimo.

Esempio 1

Sia data la funzione y = x² + 2x - 1 (si tratta di una normalissima parabola). 

La derivata è y' = 2x + 2 

Uguagliando a zero si ha l'equazione 2x + 2 = 0, e quindi 2x = -2 e x = -1. 

Dunque per x = -1 si ha un possibile massimo o minimo. 

Per decidere si calcola la derivata seconda y' = 2; questa per x = -1 (in verità per qualsiasi x) è positiva dunque per x = -1 si ha un minimo, che è poi il vertice della parabola. 

La y del minimo si trova sostituendo nell'equazione della primitiva 

y = x² + 2x - 1 = (-1)² +2*(-1) - 1 = +1 - 2 - 1 = - 2. 

Dunque abbiamo un punto di minimo min(-1, -2). 

Esempio 2

Sia data la funzione y = 6x³ + 3x² (parabola cubica). 

La derivata è y' = 18x^2 + 6x 

Uguagliando a zero si ha l'equazione 18x^2 + 6x = 0, e quindi mettendo in evidenza 6x 6x(3x + 1) = 0; dunque si hanno le due soluzioni 

I. 6x = 0; x = 0;

II. 3x + 1 = 0; x = -1/3;

Dunque abbiamo due possibili punti di massimo o minimo. 

Per decidere si calcola la derivata seconda y" = 36x + 6. 

I. I caso per x = -1/3 si ha y" = 36(-1/3) + 6 = -12 + 6 = -6 < 0; si tratta di un massimo.

II. II caso per x = 0 si ha y" = 6 = +6 > 0 e dunque c'è un minimo.

La y dei due punti si trova sostituendo nell'equazione della primitiva 

I caso x = -1/3 y = 6(-1/27) + 3(1/9) = -6/27 + 3/9 = -2/9 + 3/9 = 1/9. II caso x = 0; y = 6*0 + 3*0 = 0. 

Dunque abbiamo un massimo max(-1/3, 1/9). un minimo min (0, 0). 

Esempio 3

Sia data la funzione y = x3 + 2 (parabola cubica). 

La derivata è y' = 3x² 

Uguagliando a zero si ha l'equazione 3x² = 0, e quindi si ha una sola soluzione x = 0; 

Per decidere si calcola la derivata seconda y" = 6x che per x = 0 si annulla a sua volta; siamo quindi nel caso dubbio. 

Si calcola allora la derivata terza y"' = 6 che è comunque positiva; dunque la prima derivata che non si annulla è di ordine dispari, e si tratta di un flesso a tangente orizzontale. 

Punti di flesso

Ricerca flessi I metodo, II metodo 
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Intuitivamente un punto di flesso è un punto nel quale cambia la concavità.

Il flesso è dunque un punto nel quale la concavità non è nè positiva nè negativa e quindi nulla. In altre parola la derivata seconda deve essere nulla. 

      f"(x) = 0

Di per sé però la condizione f"(x) = 0 non è sufficiente ad assicurare la presenza di un flesso; potrebbe anche trattarsi di un massimo o minimo piatto e cioè con derivate prima e seconda entrambe nulle. 

La ricerca dei flessi è del tutto analoga a quella dei massimi e minimi sostituendosi alla derivata prima la derivata seconda. 

Si tratta di: 

1. Calcolare la derivata seconda della funzione f"(x).

2. Risolvere l'equazione f"(x) = 0.

3. Discutere le soluzione dell'equazione per decidere se si tratta realmente di un flesso.

Come per i massimi e minimi anche qui sono possibili due metodi: 

· I metodo per la ricerca dei punti di flessi: consiste nel risolvere la disequazione f "(x) > 0. 

· II metodo per la ricerca dei punti di flesso: consiste nell'esaminare il segno della derivata                                                                                                                                                                             terza f(3)(x) ed eventualmente delle derivate successive. 
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